Filtraggio alla Kalman
Risultati utili per la dimostrazione

Risultato 1: stimatore ottimo di una variabile non osservabile
Ipotesi:

° x variabile casuale non accessibile;

e y variabile casuale accessibile;

e X=h(y) stimatoredi x noto y ;

o () |=Ellx—F)=E[llx—h(y)f] cifradimerito
Tesi:

e X=EFE|x|y] ¢&lo stimatore ottimo, ossia argminJ |h(-)|=E|x|y]| .

Risultato 2: stimatore ottimo lineare
Ipotesi:
° x variabile casuale non accessibile;
e y variabile casuale accessibile;
e x=h(y) stimatoredi x noto y , h=«y+B funzione lineare;
o J[h()]=Ellx—|=E[|x—h(y)] cifia di merito

Ipotesi non restrittive:

o E[x]|=0 ;
e E[y|=0 .
Tesi:
A . . .
e j=—"2y ¢&lostimatore ottimo. Per definizione, A, =FE[xy]
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Dimostrazione:

IO =Elllx=3F1=Elllx =k (W) |=E[llx—ay—BIF]

JIh()=E[X [+’ E[y*|+B' =20 Ex y|+2BE [ 2]+« B E ]
JIh()]=E[x" [+’ E[y']+5 =20 E[ x y]

Dal momento che B° & sempre positivo, sicuramente sara =0 , quindi

Jh()|=E[x* [+ E[y’| -2« E[x y]

%zz(xE[yz]—2E[xy] quindi
&= Elxy] c.v.d




Risultato 3: interpretazione geometrica delle variabili casuali
Si definisce V' lo spazio vettoriale di elementi v definito come segue:
° V- ¢ l'insieme di vettori v, che corrispondono alle variabili casuali x; ;
e la somma di vettori ¢ definita come la somma fra le variabili casuali: v,+v,=x,+Xx, ;
e il prodotto scalare ¢ definito come il valore atteso del prodotto fra le variabili casuali:
viv,=E[x x,] ;
Si dimostra che:
1. V7 rispetta tutte le proprieta di uno spazio vettoriale;
2. v, e v, sonoortogonaliseesolose x, e x, sono indipendenti:
v, lv,oFE[x x,]=0 ;
3. lalunghezza di un vettore v ¢ calcolabile come: ||v|]|=V[x] ;

4. sipossono definire sottospazi vettoriali di ¥ , indicaticon J' , cui corrispondono
opportuni insiemi X~ di variabili casuali;

5. lalunghezza della proiezione ortogonale Vv, diunvettore v suun sottospazio J si
puo calcolare come  ||v,||=||proiezione(v, V' )|=E|[x|X] ,dove X  corrisponde a
V', se si suppone che lo stimatore E sia lineare. Questo discende dalla definizione di
proiezione ortogonale che di fatto ¢ identica allo stimatore bayesiano lineare ottimo;

6. Vv, ¢&ilvettorein ' aminima distanzada v ;la variabile casuale corrispondente
xp ¢&il predittore in X aminima varianzadi x ;

7. se la proiezione ortogonaledi v su p° énullaallora v ¢ ortogonale a tutti i vettori
in p' (vale anche l'implicazione inversa);

8. se E[x|X']=0 allora x ¢ indipendente da tutte le variabili casualiin X" (vale anche
I'implicazione inversa);

9. qualunque vettore v puo essere scomposto nella somma di due vettori: la sua proiezione
su un sottospazio J/ e un vettore ortogonalea J/ , ossia:

V=v,t+w,v,= proiezione(v,V )Aw LV  ;

10. qualunque variabile casuale x puo essere scomposta nella somma di due variabili  x,
e k ,ossia x=x,+k ,dove x, corrispondea v, € k1 X .Inparticolare vale

E[x|=E|xp|+E[k|=E[x|X |+ E[k]

Risultato 4: equazione di Riccati

Ipotesi:
e P(t)=V|[v(t)] varianza dell'errore di predizione dello stato;
o K(t)=(FPt)H' +V, ) (HP(t)H -V,)" ;

Tesi:

o P(t+1)=FP(t)F -K(t)(FP(t)H +V ;)" -

Ipotesi

Restrittive:



e sistema SISO o MIMO;

e uscita del sistema “sporcata” da un vettore di rumore bianco v, (#) a medianullae
matrice delle varianze V', definita positiva;

e stato del sistema “sporcato” da un vettore di rumore bianco Vv, (#) a media nulla e matrice
delle varianze ¥V, semidefinita positiva;

e sistema strettamente proprio ( D=0 );

e uscita del sistema accessibile, stato non accessibile;

e Y, insieme dei dati disponibili al tempo ¢ .
Non restrittive:

e sistema lineare;

e sistema tempo-invariante;
° G=0 ;

, , , , x(t+1)=Fx(t)+Gu(t)+v,(1)
e sistema in rappresentazione di stato

y(6)=H x(1)+v,(1) ;

e matrice delle covarianze tra vl(t ) e vz(t) nulla: V,,=0 ;
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Tesi
(t+1)t)=F x(t]t—1)+K (¢)e(t) , predittore lineare ottimo dello stato

y(tlt—1)=H x(t|t—1) , predittore lineare ottimo dell'uscita

e(t)=y(t)-p(tlt—1)

K(t)=(F P()H")(HP(t)H +V,)"
P(t+1)=FP(t)F'+V,-K(t)(FP()H'")"
5(0)=E[x(0)]

P(0)=V[x(0)

V., , V, parametri del filtro.
Dimostrazione

y(t+1t)=?

Per il risultato 1:
y(e+1t)=E[y(t+1)|Y,|=E[Hx(t+1)+v,(t+1)]Y,]
y(+1|0)=H E[x(t+1)|Y |+ E[v,(t+1)|Y,]

v, (t+ 1) & sicuramente indipendente da tutte le variabili in Y, , quindi il vettore
corrispondente sara ortogonale al sottospazio (risultato 3). Posso concludere E|[v,(¢+1)|Y,]=0 .

y(t+1)t)=H E|x(¢t+1)|Y ]
y(t+1)t)=H 2 (t+1]¢)
2(t+1t)=2

(

x(t+1)1)

Elx(t+1)]Y,]



Per il risultato 3.10 posso anche scrivere:
2(t+1e)=E[x(t+1)|Y, |+ E[x(t+1)e(?)]
2(t+1e)=E[Fx(t)+v, ()Y, J+E[x(t+1)e(t)]
(t+1)=FE[x(t)|Y,_ |+ E[v, ()Y, |+ E[x(t+1)|e(t)]

Come al passaggio precedente, E|[v,(¢)|Y,_,|=0 . Inoltre, per il risultato 1,

E|x(¢)]Y,_,|=%x(¢t|t—1) eperilrisultato2 E[x(¢t+1)e(t)]=

Astenen=?

Elx(t+1)e(t)|=E[x(t+1)(y(6)=p(elt—1))"]

E[x(t+1)(H x()+v,(t)=p(¢]t—1))"]
y(te=1))]

Ax(t+l)e(l)

Ax(Hl)e(z)
Ax(H—I) (¢)

E[(Fx(t)+v, () (H x (t)+v,(t)—

Si puo osservare che i prodotti  x(7)v,(z) , v, (¢)x(z) , v, (¢)v,(¢) e v,(¢)

tutti nulli, quindi la scrittura si riduce a:
Asenew=ELF x(t)(H x(6)=y(t|t=1))"]
t)(H x(t)—H x(t]t—1))]

Avane=FEv)vt) |H =FV|[v(t)|H'
Si pone per definizione P(¢)=V|v(¢)| , quindi:
Ane=FP(1)H'

le(t)e() |=E[(y(¢)=3(tle=1))(y ()= p(elt=1))"]
E[(Hx(t)+v,(t)—H x(¢|t—1))(Hx(¢)+v,(£)—H x (¢t —1
= EL(H v(0)+v, (1) (H v(1)+v,(1))"]
E[Hv(1)v(t) H +v,(t)v,(1)"]
Ae(t)e(t)zHP(t)H +V,
Riassumendo:
x(t+1)=Fx(tlt+ 1)+ F P(t)H +(HP(t)H +V,) "e(t)
Si definisce:

K(t)=FP(t)H " +(HP(t)H"+V,)"'

A questo punto, con il risultato 4, si arriva alla formulazione della tesi.

‘4x0+ndﬂ
Tl el o(4)
Ae(t)e(t)

)]

¥

(tlt=1)

Sono



Generalizzazioni del filtraggio alla Kalman

Matrice V,,#0

x(¢+1|t)=F x(t]lt—1)+K (¢)e(t) , predittore lineare ottimo dello stato
y(tlt—1)=H x(¢|t—1) , predittore lineare ottimo dell'uscita
e(t)=y(t)-p(tlt—1)

K(t)=(FP(t)H +V ) (HP(t)H +V,)"
P(t+1)=FP(t)F'+V,-K(t)(FP()H +V,,)"

x(0)=E[x(0)]

P(0)=V[x(0)]

Vi, , V, e V, parametri del filtro.

Filtraggio dello stato

Se F ¢ non singolare, vale la formula:
x(t|t)=F 'x(t+1]¢) viceversa,se V,,=0 :
x(tt)=x(t|lt—1)+ K,(t)e(t) con
K,(t)=P(t)H' (HP(t)H"+V,) .

La varianza dell'errore di filtraggio dello stato si calcola come:

Vale) -0l %iv

Predittore a r passi
Vale la formula:
x(t+r|t)=F " x(¢t+1]1)
La varianza dell'errore di predizione vale:

1_F2(r71)

Vx(t4+r)=3(t+r|t)|=F>" " P(1)+V, =

Sistemi tempo-varianti con ingresso esogeno

x(t4+1)=F(t)x(t)+G(t)u(t)+v,(¢)
y(t)=H (1) x(1)+v,(1)
2(t+1)e)=F(t)x(t|t—=1)+G (t)u(t)+K (¢)e(t) , predittore lineare ottimo dello stato
y(tlt—1)=H (t)x(t|[t—1) , predittore lineare ottimo dell'uscita
(t)=y(t)-3(tlt-1)



Vi, , V, e V, parametri del filtro.

Sistemi non lineari (filtro di Kalman esteso)
x(t+1)=f (x(6)+v (1)
y(t)=h(x(t)+v,(t)

Ci sono due alternative, supporre K (¢) lineare e tempo-variante oppure f ed &
parametriche di parametro 0 .

f ed h funzioninon lineari.

Nel primo caso, si possono ottenere le matrici  F(¢) ed H(¢) per linearizzazione intorno al
valore assunto dal predittore dello stato X ed utilizzare il filtro di Kalman per sistemi tempo-
varianti.

_af
F(t)_ah(t):)?(ﬂt—l)

Oh
(t):a|x(z)=5c(t|t—l)

Alternativamente, il sistema puo essere descritto come:

x(t+1)=f(x(1),0(t))+v,(¢)
0(t+1)=0(¢)+v,(¢)

y(t)=h(x(t)+v,(t)
xp=[x, x, ... x, 0]

xp(t+1)=f(x,(1)+v, (2)
y(t):h<x5<t))+vz(t)
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